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Abstract: The article discusses reasons for the occurrence of non-linear oscillation in selected welding systems. Spe-
cial attention was paid to the effect of auxiliary systems on the reduction of arc ignition voltage and, consequently, 
self-excited oscillation. The study involved the development of mathematical models of simple autonomous circuits 
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of non-linear oscillation types. Particular attention was paid to difficulties accompanying the identification of condi-
tions triggering the formation of deterministic chaos.
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1. Introduction

Electric vibrations in nonlinear welding systems may result 
from periodic excitations triggered by power sources. The 
aforesaid states take place during AC welding performed 
using welding transformers or electronic converters (e.g. 
in TIG welding processes). The generation of vibrations 
can also be favoured by various external factors affecting 
the welding circuit, e.g. variable magnetic fields. There 
are welding technologies using the periodically deflected 
arc column in the variable magnetic field [1]. In cases in-
volving the welding of aluminium alloys performed using 
consumable electrodes, the transverse magnetic field is 
responsible for the widening of the bath and the reduc-
tion of its depth as well as for the reduction of porosity 
and granularity of the metal. Periodic disturbance in the 
plasma column length can also be induced by mechanical 
factors, resulting in the transfer of small portions of elec-
trode metal onto the workpiece and the formation of thin 
layers of the weld; such a solution is used in welding and 
surfacing technologies [2]. Systems with such external dis-
turbances are classified as non-autonomous or parametric. 
Non-linearity may result from the dynamic characteristics 
of arc or those of the power supply system. 

When analysing autonomous systems, the effects of ex-
ternal variable influences are usually ignored. In such cir-
cuits, oscillation can be triggered as a result of the negative 
value of dynamic arc resistance or the positive feedback in 
the system with arc. The transition from two-dimensional 
systems to three-dimensional ones leads to significant qual-
itative changes in their behaviour. The primary property 
of such systems is the possible appearance of determinis-
tic chaos. The transition from typical deterministic states 
(equilibrium, periodic oscillation, nearly periodic oscilla-
tions) to chaos takes place through universal phenomena, 
e.g. the doubling of the oscillation period. Because of the 
nonlinearity of the circuit and the multidimensionality of 
the state space, tests concerning the bifurcation of such 

systems (even in the simplest cases) are very complex. 
Therefore, the simplest arc models are usually assumed in 
them [3-5]. However, the above-presented assumptions do 
not always allow the modelling (with satisfactory accuracy) 
of processes taking place in circuits with electric arc. In 
some arc and plasma devices, the initiation and stabilisa-
tion of arc discharge require the application of appropriate 
auxiliary systems ensuring the reduction of ignition volt-
age. As a result, both static and dynamic current-voltage 
characteristics of arc undergo transformations [6, 7]. Such 
changes can trigger various types of self-excited oscillation 
in circuits with arcs. Taking into account ignition voltage 
increases the complexity of a function approximating the 
static model characteristic, which significantly complicates 
the use of analytical methods in further research. 

2. Autonomous RLC circuits with electric arc 
and their mathematical models 

Publication [3] presents eight simplest circuits containing 
electric arc, linear elements R, L and C and the excitation 
source characterised by constant voltage. Under appropriate 
conditions, periodic or chaotic oscillation can be generated 
in the aforesaid circuits. Selected diagrams of the circuits 
are presented in Figure 1. The adopted initial state variables 
were current i in inductor L, voltage u in capacitor C and state 
current iθ in arc. Work [3] also presents four sets of systems 
of non-dimensional differential equations. Such a reduction 
of the number of equations by half in relation to the number 
of circuits resulted from the possibility of transformation 
between pairs of corresponding systems of three differential 
equations. To this end, it was necessary to use the replace-
ment of variable u ⇔ E – u. The non-dimensional form of 
differential equations reduced the number of required pa-
rameters and made the equations more universal. 
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Fig. 1. Electric circuits with arc [3] (A – system (electrode – arc – 
welded material)

This article presents four mathematical models of circuits 
with the generalised nonlinear static current-voltage char-
acteristic of arc Uarc(i) : 

• diagrams presented in Figures 1a and 1b correspond to 
the system of three differential equations

 
 

 

• diagrams presented in Figures 1c and 1d correspond to 
the system of three differential equations 

• diagrams presented in Figures 1e and 1f correspond to 
the system of three differential equations 
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nymi. W niektórych urządzeniach łukowych i plazmowych 
w celu inicjacji oraz stabilizacji wyładowania łukowego sto-
suje się odpowiednie układy pomocnicze, które zapewniają 
obniżenie wartości napięcia zapłonu. Następuje więc prze-
kształcenie charakterystyk napięciowo-prądowych łuku 
zarówno statycznych, jak i dynamicznych [6, 7]. Zmiany te 
mogą wpływać na występowanie różnych rodzajów drgań 
samowzbudnych w obwodach z łukami. Uwzględnienie 
napięcia zapłonu powoduje zwiększenie złożoności funk-
cji aproksymującej charakterystykę statyczną modelu, co 
w dalszych badaniach stanowi znaczne utrudnienie stoso-
wania metod analitycznych. 

2. Obwody RLC z łukiem elektrycznym i ich 
modele matematyczne 

W pracy [3] wyróżniono osiem najprostszych obwodów 
zawierających łuk elektryczny, elementy liniowe R, L, C 
i źródło wymuszające o stałej wartości napięcia. W odpo-
wiednich warunkach mogą być w nich generowane drga-
nia okresowe lub chaotyczne. Wybrane schematy tych ob-
wodów pokazano na rysunku 1. Jako zmienne stanu przy-
jęto prąd i w indukcyjności L, napięcie u na kondensatorze 
C i prąd stanu iθ w łuku. W [3] także wyprowadzono i zapre-
zentowano cztery zestawy układów równań różniczkowych 
bezwymiarowych. Ta redukcja liczby równań o połowę 
w stosunku do liczby obwodów wynika z możliwości trans-
formacji między parami odpowiednich układów trzech 
równań różniczkowych. W tym celu należy wykorzystać za-
mianę zmiennej u ⇔ E – u. Bezwymiarowa postać równań 
różniczkowych zmniejsza liczbę zadawanych parametrów 
i sprawia, że równania stają się bardziej uniwersalne. 

W niniejszym artykule zaprezentowano cztery modele 
matematyczne obwodów z uogólnioną nieliniową charak-
terystyką napięciowo-prądową statyczną łuku Uarc(i): 

 – schematom pokazanym na rysunkach 1a i 1b odpowia-
da układ trzech równań różniczkowych 

      (1)

     (2)

      (3)

 – schematom pokazanym na rysunkach 1c i 1d odpowia-
da układ trzech równań różniczkowych 

      (4)

      (5)

      (6)

 – schematom pokazanym na rysunkach 1e i 1f odpowia-
da układ trzech równań różniczkowych 

     (7)

       (8)

       (9)

 – schematom pokazanym na rysunkach 1g i 1h odpowia-
da układ trzech równań różniczkowych 

      (10)

      (11)

      (12)

Bezwymiarowe parametry równań opisują wzory 

  ,      ,      ,     (13)

a bezwymiarowe wielkości czas i zmienne stanu są następujące 

  ,      ,      ,       ,    (14)

gdzie θ  - stała czasowa modelu Pentegowa łuku. 

Postać bezwymiarową charakterystyki napięciowo-prą-
dowej statycznej zapisano jako 

       (15)

W monografii [3] i publikacjach [5, 8] przyjmuje się sto-
sunkowo prostą postać charakterystyki napięciowo-prądo-
wej statycznej modelowej, aproksymującej dane ekspery-
mentalne funkcją potęgową 

      (16)

gdzie n < 0. 

a)  b) 

 

c)  d) 

 

e)  f) 

 

g)  h) 

 

Rys. 1. Obwody elektryczne z łukiem [3] (A – układ (elektroda – 
łuk – materiał spawany))
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• diagrams presented in Figures 1g and 1h correspond to 
the system of three differential equations

The non-dimensional parameters of equations are described 
by the following formulas: 

whereas the non-dimensional parameters of time and state 
variables are the following: 

where θ – time constant of the Pentegov model of arc.

The non-dimensional form of the static current-voltage is 
expressed as follows: 

Monograph [3] and publications [5, 8] assume a relatively 
simple form of the static current-voltage characteristic 
of the model, approximating experimental data with the 
following power function:

 
where n < 0. 

Publications [6, 7, and 9] describe a relatively simple form 
of the static current-voltage characteristic of the model, 
yet taking into consideration the finite value of arc ignition 
voltage:

The coordinates of extreme point S(I, U) of characteristic 
(17) are as follows: 

which corresponds to arc ignition voltage. If the current 
adopted in formula (17) is IM = 0 A, the following charac-
teristic is obtained: 

The above-presented characteristic is identical (16) to the 
assumption that m = -n. 
Taking into account correlation (17) in equations (1)–(12) en-
ables the introduction of the following non-linear function: 
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W monografii [3] i publikacjach [5, 8] przyjmuje się sto-
sunkowo prostą postać charakterystyki napięciowo-prądo-
wej statycznej modelowej, aproksymującej dane ekspery-
mentalne funkcją potęgową 

      (16)

gdzie n < 0. 

a)  b) 

 

c)  d) 

 

e)  f) 

 

g)  h) 

 

Rys. 1. Obwody elektryczne z łukiem [3] (A – układ (elektroda – 
łuk – materiał spawany))
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W publikacjach [6, 7, 9] opisano stosunkowo prostą po-

stać charakterystyki napięciowo-prądowej statycznej mo-
delowej, ale z uwzględnieniem skończonej wartości napię-
cia zapłonu łuku 

      (17)

Współrzędne punktu ekstremalnego S(I, U) charaktery-
styki (17) są następujące 

  ,          (18)

co odpowiada napięciu zapłonu łuku. Jeśli we wzorze 
(17) przyjąć prąd IM = 0 A, to otrzyma się charakterystykę 

      (19)

Jest ona identyczna (16) z założeniem, że m = -n. 
Uwzględnienie zależności (17) w równaniach (1)-(12) 

umożliwia wprowadzenie do nich funkcji nieliniowej 

      (20)

gdzie prąd bezwymiarowy 

      (21)

3. Wybrane kryteria oceny rozwiązań układów 
nieliniowych

Jak już wcześniej wspomniano, bezpośrednie zastosowa-
nie metod analitycznych do znalezienia rozwiązań układów 
równań różniczkowych z charakterystykami nieliniowymi 
(16) lub (17) i do określenia warunków istnienia stabilnych 
drgań okresowych jest bardzo utrudnione. Przyczynami są 
stosunkowo wysoki wymiar przestrzeni stanu układu rów-
nań i silna nieliniowość modelu łuku. Tylko w niektórych 
przypadkach stosunkowo prostych układów możliwe jest 
określenie warunków powstawania różnych drgań cha-
otycznych za pomocą metody analitycznej Mielnikowa [10]. 
Stosunkowo szczegółową analizę jakościową układów rów-
nań z charakterystyką (16) przeprowadzono w [3]. 

Przyjęcie racjonalnych wartości parametrów obwodu 
może przyczynić się do uzyskania niesztywnego układu 
równań różniczkowych, a więc do ułatwienia procesu cał-
kowania numerycznego. Jednakże nawet częściowe zbada-
nie tych układów w obszarach parametrów o wybranych 
zakresach powoduje bardzo dużą pracochłonność obliczeń 
i uzyskanie obszernego zestawu wykresów, trudnego do za-
prezentowania w artykule o ograniczonej objętości. W przy-
padkach drgań okresowych i niestabilnych nieokresowych 
najczęściej prezentowane są przebiegi czasowe, portrety 
fazowe i odwzorowania punktowe. Dostępność oprogra-
mowania komputerowego powoduje, że stosunkowo łatwo 
można określić funkcje autokorelacji i widmowej gęstości 
mocy przebiegów rozwiązań modeli matematycznych.

Cechą charakterystyczną chaosu dynamicznego jest 
czułość jego zachowania się w stosunku do przyjmowa-
nych stanów początkowych. Ta właściwość odzwierciedla 
wykładnicze rozbieganie się początkowo niemal nieskoń-
czenie bliskich sobie trajektorii. Nie wszystkie drgania 
nieokresowe i nieharmoniczne stanowią chaos determini-
styczny. Dlatego opracowano różne kryteria chaosu. Część 
z nich zaliczana jest do kryteriów jakościowych, a część do 
kryteriów ilościowych [11, 12]. 

Badania numeryczne układów generujących drgania 
chaotyczne wymagają ich sprawdzenia z wykorzystaniem 
kryteriów:
a) ergodyczności procesu, 
b) wykładniczego spadku do zera funkcji autokorelacji, 
c) ciągłego widma funkcji gęstości mocy z początkowym 

piedestałem, 
d) wartości dodatnich maksymalnego wykładnika charak-

terystycznego Lapunowa. 
Do kryteriów jakościowych należy nadzwyczajna wrażli-

wość zachowania się rozwiązań na zmianę warunków po-
czątkowych. Badania jakościowe układów dynamicznych 
pozwalają budować pewne odwzorowania matematyczne 
z obrazów portretów fazowych. Na ich podstawie można 
wnioskować, do jakiego rodzaju odnosi się dana trajektoria 
fazowa: dąży do punktu równowagi, do cyklu granicznego, 
czy do dziwnego atraktora.

Rozważając jedną z trajektorii z = z(t) układu dynamicz-
nego ze stałymi wartościami jego parametrów, na przebie-
gu czasowym ustala się punkty maksymalne tej trajektorii. 
Buduje się odwzorowanie Lorenza, które stanowi zależ-
ność kolejnego maksimum od poprzedniego 

      (22)

Kształt tej zależności może odpowiadać znanemu, dys-
kretnemu odwzorowaniu, o którym wiadomo (z literatury), 
że ma stany chaotyczne. W przypadku przebiegu okresowe-
go będzie to pojedynczy punkt. 

Bardziej uniwersalnym narzędziem jest odwzorowanie 
Poincarégo. W przestrzeni fazowej trójwymiarowej dobie-
rana jest płaszczyzna dwuwymiarowa. Od jej rozmiesz-
czenia zależy postać odwzorowania. Po zadaniu warunku 
początkowego (x0, y0, z0) wyznaczana jest trajektoria, która 
przecina płaszczyznę w punkcie o współrzędnych (xn, yn). 
To przecinanie odbywa się wielokrotnie. Otrzymuje się 
zbiór punktów na płaszczyźnie (xn+1, yn+1), (xn+2, yn+2), … . 
Te punkty tworzą obraz odwzorowania Poincare. Chaos po-
wstaje w układzie wtedy, jeśli zostanie utworzony zwarty 
obłok z punktów przecięcia trajektorii z płaszczyzną. Nato-
miast, jeśli zostanie utworzony jeden lub kilka punktów, to 
drganie ma charakter okresowy. 

Autokorelacja jest miarą związku między bieżącymi 
a przeszłymi wartościami szeregów czasowych. Ta miara 
określa, które przeszłe wartości szeregów są najbardziej 
użyteczne do przewidywania przyszłych wartości. Niech 
x(t) będzie wartością trajektorii układu dynamicznego 
w chwili czasowej t, a x(t + τ) wartością w chwili t + τ. Po-
stać funkcji autokorelacji jest następująca 

      (23)

Jest ona parzysta i ma wartość maksymalną w stanie 
τ = 0. Funkcje korelacji i autokorelacji służą do wykrywania 
podobnych lub powtarzających się (okresowych) struktur 
w sygnale. W przypadku sygnałów okresowych jest to funk-
cja okresowa o takim samym okresie. Jedną z właściwości 
tej funkcji jest bardzo szybki spadek wartości C(τ) w przy-
padku występowania drgań chaotycznych. 

Dysponując wartościami x(t), można zbudować rozkład 
mocy sygnału względem pulsacji ω. W tym celu tworzy się 
obraz, rozkładając sygnał względem częstotliwości za po-
mocą przekształcenia Fouriera 

      (24)
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W publikacjach [6, 7, 9] opisano stosunkowo prostą po-
stać charakterystyki napięciowo-prądowej statycznej mo-
delowej, ale z uwzględnieniem skończonej wartości napię-
cia zapłonu łuku 

      (17)

Współrzędne punktu ekstremalnego S(I, U) charaktery-
styki (17) są następujące 

  ,          (18)

co odpowiada napięciu zapłonu łuku. Jeśli we wzorze 
(17) przyjąć prąd IM = 0 A, to otrzyma się charakterystykę 

      (19)

Jest ona identyczna (16) z założeniem, że m = -n. 
Uwzględnienie zależności (17) w równaniach (1)-(12) 

umożliwia wprowadzenie do nich funkcji nieliniowej 

      (20)

gdzie prąd bezwymiarowy 

      (21)

3. Wybrane kryteria oceny rozwiązań układów 
nieliniowych

Jak już wcześniej wspomniano, bezpośrednie zastosowa-
nie metod analitycznych do znalezienia rozwiązań układów 
równań różniczkowych z charakterystykami nieliniowymi 
(16) lub (17) i do określenia warunków istnienia stabilnych 
drgań okresowych jest bardzo utrudnione. Przyczynami są 
stosunkowo wysoki wymiar przestrzeni stanu układu rów-
nań i silna nieliniowość modelu łuku. Tylko w niektórych 
przypadkach stosunkowo prostych układów możliwe jest 
określenie warunków powstawania różnych drgań cha-
otycznych za pomocą metody analitycznej Mielnikowa [10]. 
Stosunkowo szczegółową analizę jakościową układów rów-
nań z charakterystyką (16) przeprowadzono w [3]. 

Przyjęcie racjonalnych wartości parametrów obwodu 
może przyczynić się do uzyskania niesztywnego układu 
równań różniczkowych, a więc do ułatwienia procesu cał-
kowania numerycznego. Jednakże nawet częściowe zbada-
nie tych układów w obszarach parametrów o wybranych 
zakresach powoduje bardzo dużą pracochłonność obliczeń 
i uzyskanie obszernego zestawu wykresów, trudnego do za-
prezentowania w artykule o ograniczonej objętości. W przy-
padkach drgań okresowych i niestabilnych nieokresowych 
najczęściej prezentowane są przebiegi czasowe, portrety 
fazowe i odwzorowania punktowe. Dostępność oprogra-
mowania komputerowego powoduje, że stosunkowo łatwo 
można określić funkcje autokorelacji i widmowej gęstości 
mocy przebiegów rozwiązań modeli matematycznych.

Cechą charakterystyczną chaosu dynamicznego jest 
czułość jego zachowania się w stosunku do przyjmowa-
nych stanów początkowych. Ta właściwość odzwierciedla 
wykładnicze rozbieganie się początkowo niemal nieskoń-
czenie bliskich sobie trajektorii. Nie wszystkie drgania 
nieokresowe i nieharmoniczne stanowią chaos determini-
styczny. Dlatego opracowano różne kryteria chaosu. Część 
z nich zaliczana jest do kryteriów jakościowych, a część do 
kryteriów ilościowych [11, 12]. 

Badania numeryczne układów generujących drgania 
chaotyczne wymagają ich sprawdzenia z wykorzystaniem 
kryteriów:
a) ergodyczności procesu, 
b) wykładniczego spadku do zera funkcji autokorelacji, 
c) ciągłego widma funkcji gęstości mocy z początkowym 

piedestałem, 
d) wartości dodatnich maksymalnego wykładnika charak-

terystycznego Lapunowa. 
Do kryteriów jakościowych należy nadzwyczajna wrażli-

wość zachowania się rozwiązań na zmianę warunków po-
czątkowych. Badania jakościowe układów dynamicznych 
pozwalają budować pewne odwzorowania matematyczne 
z obrazów portretów fazowych. Na ich podstawie można 
wnioskować, do jakiego rodzaju odnosi się dana trajektoria 
fazowa: dąży do punktu równowagi, do cyklu granicznego, 
czy do dziwnego atraktora.

Rozważając jedną z trajektorii z = z(t) układu dynamicz-
nego ze stałymi wartościami jego parametrów, na przebie-
gu czasowym ustala się punkty maksymalne tej trajektorii. 
Buduje się odwzorowanie Lorenza, które stanowi zależ-
ność kolejnego maksimum od poprzedniego 

      (22)

Kształt tej zależności może odpowiadać znanemu, dys-
kretnemu odwzorowaniu, o którym wiadomo (z literatury), 
że ma stany chaotyczne. W przypadku przebiegu okresowe-
go będzie to pojedynczy punkt. 

Bardziej uniwersalnym narzędziem jest odwzorowanie 
Poincarégo. W przestrzeni fazowej trójwymiarowej dobie-
rana jest płaszczyzna dwuwymiarowa. Od jej rozmiesz-
czenia zależy postać odwzorowania. Po zadaniu warunku 
początkowego (x0, y0, z0) wyznaczana jest trajektoria, która 
przecina płaszczyznę w punkcie o współrzędnych (xn, yn). 
To przecinanie odbywa się wielokrotnie. Otrzymuje się 
zbiór punktów na płaszczyźnie (xn+1, yn+1), (xn+2, yn+2), … . 
Te punkty tworzą obraz odwzorowania Poincare. Chaos po-
wstaje w układzie wtedy, jeśli zostanie utworzony zwarty 
obłok z punktów przecięcia trajektorii z płaszczyzną. Nato-
miast, jeśli zostanie utworzony jeden lub kilka punktów, to 
drganie ma charakter okresowy. 

Autokorelacja jest miarą związku między bieżącymi 
a przeszłymi wartościami szeregów czasowych. Ta miara 
określa, które przeszłe wartości szeregów są najbardziej 
użyteczne do przewidywania przyszłych wartości. Niech 
x(t) będzie wartością trajektorii układu dynamicznego 
w chwili czasowej t, a x(t + τ) wartością w chwili t + τ. Po-
stać funkcji autokorelacji jest następująca 

      (23)

Jest ona parzysta i ma wartość maksymalną w stanie 
τ = 0. Funkcje korelacji i autokorelacji służą do wykrywania 
podobnych lub powtarzających się (okresowych) struktur 
w sygnale. W przypadku sygnałów okresowych jest to funk-
cja okresowa o takim samym okresie. Jedną z właściwości 
tej funkcji jest bardzo szybki spadek wartości C(τ) w przy-
padku występowania drgań chaotycznych. 

Dysponując wartościami x(t), można zbudować rozkład 
mocy sygnału względem pulsacji ω. W tym celu tworzy się 
obraz, rozkładając sygnał względem częstotliwości za po-
mocą przekształcenia Fouriera 

      (24)
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W publikacjach [6, 7, 9] opisano stosunkowo prostą po-
stać charakterystyki napięciowo-prądowej statycznej mo-
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równań różniczkowych z charakterystykami nieliniowymi 
(16) lub (17) i do określenia warunków istnienia stabilnych 
drgań okresowych jest bardzo utrudnione. Przyczynami są 
stosunkowo wysoki wymiar przestrzeni stanu układu rów-
nań i silna nieliniowość modelu łuku. Tylko w niektórych 
przypadkach stosunkowo prostych układów możliwe jest 
określenie warunków powstawania różnych drgań cha-
otycznych za pomocą metody analitycznej Mielnikowa [10]. 
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nań z charakterystyką (16) przeprowadzono w [3]. 
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może przyczynić się do uzyskania niesztywnego układu 
równań różniczkowych, a więc do ułatwienia procesu cał-
kowania numerycznego. Jednakże nawet częściowe zbada-
nie tych układów w obszarach parametrów o wybranych 
zakresach powoduje bardzo dużą pracochłonność obliczeń 
i uzyskanie obszernego zestawu wykresów, trudnego do za-
prezentowania w artykule o ograniczonej objętości. W przy-
padkach drgań okresowych i niestabilnych nieokresowych 
najczęściej prezentowane są przebiegi czasowe, portrety 
fazowe i odwzorowania punktowe. Dostępność oprogra-
mowania komputerowego powoduje, że stosunkowo łatwo 
można określić funkcje autokorelacji i widmowej gęstości 
mocy przebiegów rozwiązań modeli matematycznych.

Cechą charakterystyczną chaosu dynamicznego jest 
czułość jego zachowania się w stosunku do przyjmowa-
nych stanów początkowych. Ta właściwość odzwierciedla 
wykładnicze rozbieganie się początkowo niemal nieskoń-
czenie bliskich sobie trajektorii. Nie wszystkie drgania 
nieokresowe i nieharmoniczne stanowią chaos determini-
styczny. Dlatego opracowano różne kryteria chaosu. Część 
z nich zaliczana jest do kryteriów jakościowych, a część do 
kryteriów ilościowych [11, 12]. 

Badania numeryczne układów generujących drgania 
chaotyczne wymagają ich sprawdzenia z wykorzystaniem 
kryteriów:
a) ergodyczności procesu, 
b) wykładniczego spadku do zera funkcji autokorelacji, 
c) ciągłego widma funkcji gęstości mocy z początkowym 

piedestałem, 
d) wartości dodatnich maksymalnego wykładnika charak-

terystycznego Lapunowa. 
Do kryteriów jakościowych należy nadzwyczajna wrażli-

wość zachowania się rozwiązań na zmianę warunków po-
czątkowych. Badania jakościowe układów dynamicznych 
pozwalają budować pewne odwzorowania matematyczne 
z obrazów portretów fazowych. Na ich podstawie można 
wnioskować, do jakiego rodzaju odnosi się dana trajektoria 
fazowa: dąży do punktu równowagi, do cyklu granicznego, 
czy do dziwnego atraktora.

Rozważając jedną z trajektorii z = z(t) układu dynamicz-
nego ze stałymi wartościami jego parametrów, na przebie-
gu czasowym ustala się punkty maksymalne tej trajektorii. 
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go będzie to pojedynczy punkt. 

Bardziej uniwersalnym narzędziem jest odwzorowanie 
Poincarégo. W przestrzeni fazowej trójwymiarowej dobie-
rana jest płaszczyzna dwuwymiarowa. Od jej rozmiesz-
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To przecinanie odbywa się wielokrotnie. Otrzymuje się 
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miast, jeśli zostanie utworzony jeden lub kilka punktów, to 
drganie ma charakter okresowy. 
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W publikacjach [6, 7, 9] opisano stosunkowo prostą po-
stać charakterystyki napięciowo-prądowej statycznej mo-
delowej, ale z uwzględnieniem skończonej wartości napię-
cia zapłonu łuku 

      (17)

Współrzędne punktu ekstremalnego S(I, U) charaktery-
styki (17) są następujące 

  ,          (18)

co odpowiada napięciu zapłonu łuku. Jeśli we wzorze 
(17) przyjąć prąd IM = 0 A, to otrzyma się charakterystykę 

      (19)

Jest ona identyczna (16) z założeniem, że m = -n. 
Uwzględnienie zależności (17) w równaniach (1)-(12) 

umożliwia wprowadzenie do nich funkcji nieliniowej 

      (20)

gdzie prąd bezwymiarowy 

      (21)

3. Wybrane kryteria oceny rozwiązań układów 
nieliniowych

Jak już wcześniej wspomniano, bezpośrednie zastosowa-
nie metod analitycznych do znalezienia rozwiązań układów 
równań różniczkowych z charakterystykami nieliniowymi 
(16) lub (17) i do określenia warunków istnienia stabilnych 
drgań okresowych jest bardzo utrudnione. Przyczynami są 
stosunkowo wysoki wymiar przestrzeni stanu układu rów-
nań i silna nieliniowość modelu łuku. Tylko w niektórych 
przypadkach stosunkowo prostych układów możliwe jest 
określenie warunków powstawania różnych drgań cha-
otycznych za pomocą metody analitycznej Mielnikowa [10]. 
Stosunkowo szczegółową analizę jakościową układów rów-
nań z charakterystyką (16) przeprowadzono w [3]. 

Przyjęcie racjonalnych wartości parametrów obwodu 
może przyczynić się do uzyskania niesztywnego układu 
równań różniczkowych, a więc do ułatwienia procesu cał-
kowania numerycznego. Jednakże nawet częściowe zbada-
nie tych układów w obszarach parametrów o wybranych 
zakresach powoduje bardzo dużą pracochłonność obliczeń 
i uzyskanie obszernego zestawu wykresów, trudnego do za-
prezentowania w artykule o ograniczonej objętości. W przy-
padkach drgań okresowych i niestabilnych nieokresowych 
najczęściej prezentowane są przebiegi czasowe, portrety 
fazowe i odwzorowania punktowe. Dostępność oprogra-
mowania komputerowego powoduje, że stosunkowo łatwo 
można określić funkcje autokorelacji i widmowej gęstości 
mocy przebiegów rozwiązań modeli matematycznych.

Cechą charakterystyczną chaosu dynamicznego jest 
czułość jego zachowania się w stosunku do przyjmowa-
nych stanów początkowych. Ta właściwość odzwierciedla 
wykładnicze rozbieganie się początkowo niemal nieskoń-
czenie bliskich sobie trajektorii. Nie wszystkie drgania 
nieokresowe i nieharmoniczne stanowią chaos determini-
styczny. Dlatego opracowano różne kryteria chaosu. Część 
z nich zaliczana jest do kryteriów jakościowych, a część do 
kryteriów ilościowych [11, 12]. 

Badania numeryczne układów generujących drgania 
chaotyczne wymagają ich sprawdzenia z wykorzystaniem 
kryteriów:
a) ergodyczności procesu, 
b) wykładniczego spadku do zera funkcji autokorelacji, 
c) ciągłego widma funkcji gęstości mocy z początkowym 

piedestałem, 
d) wartości dodatnich maksymalnego wykładnika charak-

terystycznego Lapunowa. 
Do kryteriów jakościowych należy nadzwyczajna wrażli-

wość zachowania się rozwiązań na zmianę warunków po-
czątkowych. Badania jakościowe układów dynamicznych 
pozwalają budować pewne odwzorowania matematyczne 
z obrazów portretów fazowych. Na ich podstawie można 
wnioskować, do jakiego rodzaju odnosi się dana trajektoria 
fazowa: dąży do punktu równowagi, do cyklu granicznego, 
czy do dziwnego atraktora.

Rozważając jedną z trajektorii z = z(t) układu dynamicz-
nego ze stałymi wartościami jego parametrów, na przebie-
gu czasowym ustala się punkty maksymalne tej trajektorii. 
Buduje się odwzorowanie Lorenza, które stanowi zależ-
ność kolejnego maksimum od poprzedniego 

      (22)

Kształt tej zależności może odpowiadać znanemu, dys-
kretnemu odwzorowaniu, o którym wiadomo (z literatury), 
że ma stany chaotyczne. W przypadku przebiegu okresowe-
go będzie to pojedynczy punkt. 

Bardziej uniwersalnym narzędziem jest odwzorowanie 
Poincarégo. W przestrzeni fazowej trójwymiarowej dobie-
rana jest płaszczyzna dwuwymiarowa. Od jej rozmiesz-
czenia zależy postać odwzorowania. Po zadaniu warunku 
początkowego (x0, y0, z0) wyznaczana jest trajektoria, która 
przecina płaszczyznę w punkcie o współrzędnych (xn, yn). 
To przecinanie odbywa się wielokrotnie. Otrzymuje się 
zbiór punktów na płaszczyźnie (xn+1, yn+1), (xn+2, yn+2), … . 
Te punkty tworzą obraz odwzorowania Poincare. Chaos po-
wstaje w układzie wtedy, jeśli zostanie utworzony zwarty 
obłok z punktów przecięcia trajektorii z płaszczyzną. Nato-
miast, jeśli zostanie utworzony jeden lub kilka punktów, to 
drganie ma charakter okresowy. 

Autokorelacja jest miarą związku między bieżącymi 
a przeszłymi wartościami szeregów czasowych. Ta miara 
określa, które przeszłe wartości szeregów są najbardziej 
użyteczne do przewidywania przyszłych wartości. Niech 
x(t) będzie wartością trajektorii układu dynamicznego 
w chwili czasowej t, a x(t + τ) wartością w chwili t + τ. Po-
stać funkcji autokorelacji jest następująca 

      (23)

Jest ona parzysta i ma wartość maksymalną w stanie 
τ = 0. Funkcje korelacji i autokorelacji służą do wykrywania 
podobnych lub powtarzających się (okresowych) struktur 
w sygnale. W przypadku sygnałów okresowych jest to funk-
cja okresowa o takim samym okresie. Jedną z właściwości 
tej funkcji jest bardzo szybki spadek wartości C(τ) w przy-
padku występowania drgań chaotycznych. 

Dysponując wartościami x(t), można zbudować rozkład 
mocy sygnału względem pulsacji ω. W tym celu tworzy się 
obraz, rozkładając sygnał względem częstotliwości za po-
mocą przekształcenia Fouriera 

      (24)
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3. Selected criteria for assessing non-linear 
system solutions

As mentioned above, the direct application of analytical 
methods aimed at finding solutions of systems of differ-
ential equations with nonlinear characteristics (16) or (17) 
and determining conditions necessary for the existence of 
stable periodic oscillation is very difficult. The reasons for 
such a situation include the relatively high dimension of the 
state space of the system of equations and the strong non-
linearity of the arc model. Only in some cases of relatively 
simple systems it is possible to determine the conditions 
responsible for the generation of various oscillations using 
the analytical method of Melnikov [10]. A relatively detailed 
qualitative analysis of the systems of equations with char-
acteristic (16) is presented in publication [3].  

The adoption of rational values   of circuit parameters 
can help obtain a non-rigid system of differential equa-
tions, and thus facilitate numerical integration processes. 
However, even the partial investigation of these systems 
in the areas of parameters of selected ranges entails very 
laborious calculations and requires the development of 
an extensive set of diagrams which are difficult to pres-
ent in an article of limited volume. Periodic and unsta-
ble non-periodic oscillations usually involve waveforms 
in time, phase portraits and point-based modelling. The 
availability of computer software makes it relatively easy 
to determine functions of autocorrelation and the spectral 
power density of mathematical model solutions.

One of the characteristics of dynamic chaos is the sen-
sitivity of its behaviour to assumed initial states. This 
property reflects the exponential divergence of initially 
almost infinitely close trajectories. Not all non-periodic 
and non-harmonic oscillations constitute deterministic 
chaos. For this reason, it was necessary to develop various 
chaos criteria, some of which were classified as qualitative, 
whereas some as quantitative [11, 12]. 

Numerical tests of systems generating chaotic oscillation 
require verification using the following criteria:
a) process ergodicity, 
b) exponential decrease of the autocorrelation function  

 to zero, 
c) continuous spectrum of the power density function  

 with the initial pedestal, 
d) positive values   of the maximum characteristic Lyapu- 

 nov exponent.
The qualitative criteria include the extraordinary sensi-

tivity of solution behaviour to changes in initial conditions. 
Qualitative tests of dynamic systems enable the building of 
certain mathematical representations from phase portrait 
images, on the basis of which it is possible to conclude 
whether a given phase trajectory approaches the point of 
equilibrium, limit cycle or a strange attractor.

The study involved one of the trajectories z = z(t) of a dy-
namic system with constant parameter values. On the 
waveform in time, it was necessary to identify the max-
imum points of the above-named trajectory and create 
Lorenz transformation, constituting the dependence of 
the next maximum on the previous one:

 

The shape of the above-named dependence might corre-
spond to a discrete representation known (e.g. from related 
scientific publications literature) to have chaotic states. In 
terms of a periodic waveform, it should be a single point.

A more universal tool is Poincaré transformation. In the 
three-dimensional phase space, it is necessary to select 
a two-dimensional plane, the arrangement of which affects 
the form of transformation. The setting of the initial con-
dition (x0, y0, z0) is followed by the identification of a trajec-
tory intersecting the plane at the point having coordinates

),( nn yx . The aforesaid intersection takes place many 
times. Finally, a set of points ),( 11 ++ nn yx , ),( 22 ++ nn yx , 

… is obtained . The above-presented points create Poincaré 
transformation. Chaos is created in the system if a compact 
cloud is formed from the points of intersection of the tra-
jectory with the plane. However, if one or several points 
are created, the nature of oscillation is periodic.

Autocorrelation is a measure concerning the relation-
ship between the current and past values   of time series. 
The aforesaid measure determines which past values   of 
series are the most useful for predicting future values. If 
x(t) is the value of the trajectory of the dynamic system at 
moment in time t and x(t + τ) is the value of moment t + τ, 
the form of the autocorrelation function is the following: 

It is even and has a maximum value in state τ = 0. Correlation 
and autocorrelation functions are used to detect similar or 
repeating (periodic) structures in signals. In cases of peri-
odic signals, it is a periodic function of the same period. One 
of the properties of such a function is a rapid decrease in 
value C(τ) in the case of the presence of chaotic oscillation.

Knowing values x(t), it is possible to create signal power 
distribution in relation to pulsation ω. To this end, it is 
necessary to create an image by decomposing the signal in 
relation to frequency using the Fourier transform:

The spectrum of the power of signal P(ω) = |x(ω)|2 is the 
distribution of its energy in relation to frequency. In cas-
es of chaotic signals, the so-called pedestal within the 
low-frequency range is formed on the diagram of such 
a function. In the aforesaid situation, local minima of 
function P(ω) do not have values close to zero. The func-
tion itself is continuous, with numerous and very close 
extrema and decreasing within the high-frequency range. 
In contrast to the above-named function, function P(ω) of 
the periodic signal consists of distinct and sharp peaks 
of decreasing height, between which the values of the 
function   are close to zero. The foregoing also constitutes 
a qualitative criterion.

On one hand, the system can show deterministic cha-
os, whereas on the other it may be dissipative along with 
decreasing phase volume. Based on the foregoing, Smale 
created a qualitative criterion in the form of a horseshoe, 
whose presence indicates the existence of homoclinic orbits.

Quantitative criteria making it possible to verify the cre-
ation of chaos include Lyapunov exponents. The greatest 
Lyapunov exponent characterises the degree of the expo-
nential divergence of close trajectories. If ε0 is the initial 
distance between two points in the state space at moment 
t0, ε(t) is the distance between the points after time ∆t. The 
greatest Lyapunov exponent can be determined using the 
following formula [13]:

W publikacjach [6, 7, 9] opisano stosunkowo prostą po-
stać charakterystyki napięciowo-prądowej statycznej mo-
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b) wykładniczego spadku do zera funkcji autokorelacji, 
c) ciągłego widma funkcji gęstości mocy z początkowym 

piedestałem, 
d) wartości dodatnich maksymalnego wykładnika charak-

terystycznego Lapunowa. 
Do kryteriów jakościowych należy nadzwyczajna wrażli-

wość zachowania się rozwiązań na zmianę warunków po-
czątkowych. Badania jakościowe układów dynamicznych 
pozwalają budować pewne odwzorowania matematyczne 
z obrazów portretów fazowych. Na ich podstawie można 
wnioskować, do jakiego rodzaju odnosi się dana trajektoria 
fazowa: dąży do punktu równowagi, do cyklu granicznego, 
czy do dziwnego atraktora.

Rozważając jedną z trajektorii z = z(t) układu dynamicz-
nego ze stałymi wartościami jego parametrów, na przebie-
gu czasowym ustala się punkty maksymalne tej trajektorii. 
Buduje się odwzorowanie Lorenza, które stanowi zależ-
ność kolejnego maksimum od poprzedniego 

      (22)

Kształt tej zależności może odpowiadać znanemu, dys-
kretnemu odwzorowaniu, o którym wiadomo (z literatury), 
że ma stany chaotyczne. W przypadku przebiegu okresowe-
go będzie to pojedynczy punkt. 

Bardziej uniwersalnym narzędziem jest odwzorowanie 
Poincarégo. W przestrzeni fazowej trójwymiarowej dobie-
rana jest płaszczyzna dwuwymiarowa. Od jej rozmiesz-
czenia zależy postać odwzorowania. Po zadaniu warunku 
początkowego (x0, y0, z0) wyznaczana jest trajektoria, która 
przecina płaszczyznę w punkcie o współrzędnych (xn, yn). 
To przecinanie odbywa się wielokrotnie. Otrzymuje się 
zbiór punktów na płaszczyźnie (xn+1, yn+1), (xn+2, yn+2), … . 
Te punkty tworzą obraz odwzorowania Poincare. Chaos po-
wstaje w układzie wtedy, jeśli zostanie utworzony zwarty 
obłok z punktów przecięcia trajektorii z płaszczyzną. Nato-
miast, jeśli zostanie utworzony jeden lub kilka punktów, to 
drganie ma charakter okresowy. 

Autokorelacja jest miarą związku między bieżącymi 
a przeszłymi wartościami szeregów czasowych. Ta miara 
określa, które przeszłe wartości szeregów są najbardziej 
użyteczne do przewidywania przyszłych wartości. Niech 
x(t) będzie wartością trajektorii układu dynamicznego 
w chwili czasowej t, a x(t + τ) wartością w chwili t + τ. Po-
stać funkcji autokorelacji jest następująca 

      (23)

Jest ona parzysta i ma wartość maksymalną w stanie 
τ = 0. Funkcje korelacji i autokorelacji służą do wykrywania 
podobnych lub powtarzających się (okresowych) struktur 
w sygnale. W przypadku sygnałów okresowych jest to funk-
cja okresowa o takim samym okresie. Jedną z właściwości 
tej funkcji jest bardzo szybki spadek wartości C(τ) w przy-
padku występowania drgań chaotycznych. 

Dysponując wartościami x(t), można zbudować rozkład 
mocy sygnału względem pulsacji ω. W tym celu tworzy się 
obraz, rozkładając sygnał względem częstotliwości za po-
mocą przekształcenia Fouriera 

      (24)
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W publikacjach [6, 7, 9] opisano stosunkowo prostą po-
stać charakterystyki napięciowo-prądowej statycznej mo-
delowej, ale z uwzględnieniem skończonej wartości napię-
cia zapłonu łuku 

      (17)

Współrzędne punktu ekstremalnego S(I, U) charaktery-
styki (17) są następujące 

  ,          (18)

co odpowiada napięciu zapłonu łuku. Jeśli we wzorze 
(17) przyjąć prąd IM = 0 A, to otrzyma się charakterystykę 

      (19)

Jest ona identyczna (16) z założeniem, że m = -n. 
Uwzględnienie zależności (17) w równaniach (1)-(12) 

umożliwia wprowadzenie do nich funkcji nieliniowej 

      (20)

gdzie prąd bezwymiarowy 

      (21)

3. Wybrane kryteria oceny rozwiązań układów 
nieliniowych

Jak już wcześniej wspomniano, bezpośrednie zastosowa-
nie metod analitycznych do znalezienia rozwiązań układów 
równań różniczkowych z charakterystykami nieliniowymi 
(16) lub (17) i do określenia warunków istnienia stabilnych 
drgań okresowych jest bardzo utrudnione. Przyczynami są 
stosunkowo wysoki wymiar przestrzeni stanu układu rów-
nań i silna nieliniowość modelu łuku. Tylko w niektórych 
przypadkach stosunkowo prostych układów możliwe jest 
określenie warunków powstawania różnych drgań cha-
otycznych za pomocą metody analitycznej Mielnikowa [10]. 
Stosunkowo szczegółową analizę jakościową układów rów-
nań z charakterystyką (16) przeprowadzono w [3]. 

Przyjęcie racjonalnych wartości parametrów obwodu 
może przyczynić się do uzyskania niesztywnego układu 
równań różniczkowych, a więc do ułatwienia procesu cał-
kowania numerycznego. Jednakże nawet częściowe zbada-
nie tych układów w obszarach parametrów o wybranych 
zakresach powoduje bardzo dużą pracochłonność obliczeń 
i uzyskanie obszernego zestawu wykresów, trudnego do za-
prezentowania w artykule o ograniczonej objętości. W przy-
padkach drgań okresowych i niestabilnych nieokresowych 
najczęściej prezentowane są przebiegi czasowe, portrety 
fazowe i odwzorowania punktowe. Dostępność oprogra-
mowania komputerowego powoduje, że stosunkowo łatwo 
można określić funkcje autokorelacji i widmowej gęstości 
mocy przebiegów rozwiązań modeli matematycznych.

Cechą charakterystyczną chaosu dynamicznego jest 
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Spektrum mocy sygnału P(ω) = |x(ω)|2 jest rozkładem 
jego energii względem częstotliwości. W przypadku sy-
gnału chaotycznego na wykresie tej funkcji powstaje tzw. 
piedestał w zakresie niskich częstotliwości. Wtedy lokalne 
minima funkcji P(ω) nie mają wartości bliskich zeru. Sama 
funkcja jest ciągła z wieloma, bardzo bliskimi ekstremami 
i malejąca w zakresie wyższych częstotliwości. W odróż-
nieniu od niej funkcja P(ω) sygnału okresowego składa się 
z wyraźnych ostrych pików o malejącej wysokości, między 
którymi wartości funkcji są bliskie wartości zerowej. Jest to 
także kryterium jakościowe.

Do kryteriów ilościowych, umożliwiających sprawdzenie 
powstawania chaosu, odnoszą się wykładniki Lapunowa. 
Największy wskaźnik charakteryzuje stopień wykładnicze-
go rozbiegania się bliskich sobie trajektorii. Niech ε0 jest 
początkową odległością między dwoma punktami w prze-
strzeni stanu w chwili t0. Natomiast ε(t) będzie odległością 
między punktami po czasie ∆t. Największy wykładnik La-
punowa można określić ze związku [13]

      (25)

Precyzyjniejsze określenie wykładnika uzyskuje się ze 
wzoru 

      (26)

Największy wskaźnik Lapunowa charakteryzuje stopień 
wykładniczego rozbiegania się początkowo bliskich sobie 
trajektorii. Jeśli jest on dodatni, to układ jest czuły na zabu-
rzenie warunków początkowych i może on mieć zachowa-
nie chaotyczne. 

Precyzyjniejsze zachowanie się układu odwzorowuje 
spektrum wykładników Lapunowa. Wtedy zostaje uwzględ-
niona szybkość rozbiegania lub zbiegania trajektorii 
wzdłuż różnych kierunków układu współrzędnych. Układ 
o przestrzeni n-wymiarowej ma n wykładników Lapunowa. 
Jeśli początkowo założy się małą n-wymiarową sferę o pro-
mieniu ε, to po czasie ∆t można otrzymać n-wymiarową 
elipsoidę o głównych półosiach oznaczonych przez ε1, ε2, 
..., εn. Poszczególne wykładniki określa wzór 

      (27)

Na podstawie spektrum wykładników Lapunowa można 
klasyfikować atraktory układu dynamicznego. Jeśli układ 
autonomiczny w przestrzeni trójwymiarowej ma wykładni-
ki o znakach [11]:

<-,-,-> - to jest przyciągający punkt równowagi, 
<0,-,-> - to jest cykl graniczny, 
<0,0,-> - to jest dwuwymiarowy torus, 
<+,0,-> - to jest dziwny atraktor. 
Najwięcej problemów może stwarzać wyznaczenie wy-

kładników Lapunowa, gdyż to wymaga analitycznego wy-
znaczenia macierzy Jacobiego, której elementy to pochod-
ne funkcji będących prawymi stronami równań różniczko-
wych. Ułatwieniem może być skorzystanie z możliwości 
analitycznych programu MATHEMATICA. 

Kryteria ilościowe chaosu deterministycznego wiążą się 
z fraktalami [11]. Do nich należą: wymiar fraktalny i spek-
trum uogólnionych wymiarów Alfréda Rényiego. 

Użycie tylko jednego kryterium (nawet bardzo silnego) do 
jakościowego określania stabilności rozwiązań modelu ma-
tematycznego może być ryzykowne. Na przykład, na moż-

liwość precyzyjnego określania znaków wykładników Lapu-
nowa mają wpływ błędy metody całkowania numerycznego. 
Ma to szczególnie znaczenie, jeśli wartości wykładników są 
bliskie zeru. Dlatego niektórzy autorzy proponują wykorzy-
stanie do tego celu sztucznej inteligencji [13]. 

4. Wnioski:

1. Działanie układów pomocniczych (zapłonowych i stabi-
lizujących) wpływa na wartość napięcia zapłonu łuku 
elektrycznego, co powinno być uwzględniane w mode-
lowaniu i symulowaniu stanów pracy urządzeń elektro-
technologicznych. 

2. Uwzględnienie napięcia zapłonu łuku elektrycznego 
prowadzi do zwiększenia złożoności modeli matema-
tycznych obwodów z łukiem elektrycznym. 

3. Efektami działania złożonych układów autonomicz-
nych z łukiem elektrycznym mogą być różne rodzaje 
drgań nieliniowych, przez co ich identyfikacja wymaga 
stosowania kilku kryteriów jakościowych i ilościowych. 
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The more precise determination of the exponent is ob-
tained using the following formula:

The greatest Lyapunov exponent characterises the de-
gree of the exponential divergence of initially close trajec-
tories. If the exponent is positive, the system is sensitive 
to the disturbance of initial conditions and could be char-
acterised by chaotic behaviour.

A more precise behaviour of the system is represented by 
the spectrum of Lyapunov exponents. In such a situation, the 
rate of the divergence or convergence of trajectories along 
various coordinate directions is taken into account. The sys-
tem of n-dimensional space has n Lyapunov exponents. If 
a small n-dimensional sphere of radius ε is assumed initially, 
after time ∆t it is possible to obtain an n-dimensional ellip-
soid with principal semi-axes designated as ε1, ε2,.., εn. The 
individual exponents are expressed by the following formula: 

Based on the spectrum of Lyapunov exponents it is pos-
sible to classify the attractors of the dynamic system. If 
the autonomous system in the three-dimensional space 
has exponents with the following signs [11]:
• <-,-,-> – is the attractive point of equilibrium; 
• <0,-,-> – is the limit cycle, 
• <0,0,-> – is the two-dimensional torus, 
• <+,0,-> – is the strange attractor. 

The most problematic could be the identification of 
Lyapunov exponents as it requires the analytical deter-
mination of the Jacobian matrix composed of derivatives 
of functions being the right-hand sides of differential 
equations. Using the analytical capabilities of the MATH-
EMATICA programme could significantly facilitate the 
identification of the above-named exponents.

Quantitative criteria of deterministic chaos are related to 
fractals [11] and include the fractal dimension and Alfréd 
Rényi›s spectrum of generalised dimensions.

The use of only one (even very strong) criterion in order 
to qualitatively determine the stability of mathematical 
model solutions could be risky. For instance, the possibility 
of precisely determining the signs of Lyapunov exponents 
is affected by errors in the numerical integration method. 
The foregoing is particularly important if exponent values   
are close to zero. For this reason, some authors suggest the 
use of artificial intelligence for this purpose [13].

4. Conclusions

1. The operation of auxiliary (ignition and stabilising) sys-
tems affects the value of electric arc ignition voltage, 
which should be taken into account when modelling 
and simulating the operating states of electrotechnical 
equipment. 

2. Taking into account the voltage of arc ignition increases 
the complexity of mathematical models of circuits with 
electric arc.

3. The operation of complex autonomous systems with 
electric arc can entail the generation of various types of 
nonlinear oscillations. For this reason, the identification 
of the aforesaid oscillations requires the use of several 
qualitative and quantitative criteria.
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Spektrum mocy sygnału P(ω) = |x(ω)|2 jest rozkładem 
jego energii względem częstotliwości. W przypadku sy-
gnału chaotycznego na wykresie tej funkcji powstaje tzw. 
piedestał w zakresie niskich częstotliwości. Wtedy lokalne 
minima funkcji P(ω) nie mają wartości bliskich zeru. Sama 
funkcja jest ciągła z wieloma, bardzo bliskimi ekstremami 
i malejąca w zakresie wyższych częstotliwości. W odróż-
nieniu od niej funkcja P(ω) sygnału okresowego składa się 
z wyraźnych ostrych pików o malejącej wysokości, między 
którymi wartości funkcji są bliskie wartości zerowej. Jest to 
także kryterium jakościowe.

Do kryteriów ilościowych, umożliwiających sprawdzenie 
powstawania chaosu, odnoszą się wykładniki Lapunowa. 
Największy wskaźnik charakteryzuje stopień wykładnicze-
go rozbiegania się bliskich sobie trajektorii. Niech ε0 jest 
początkową odległością między dwoma punktami w prze-
strzeni stanu w chwili t0. Natomiast ε(t) będzie odległością 
między punktami po czasie ∆t. Największy wykładnik La-
punowa można określić ze związku [13]

      (25)

Precyzyjniejsze określenie wykładnika uzyskuje się ze 
wzoru 

      (26)

Największy wskaźnik Lapunowa charakteryzuje stopień 
wykładniczego rozbiegania się początkowo bliskich sobie 
trajektorii. Jeśli jest on dodatni, to układ jest czuły na zabu-
rzenie warunków początkowych i może on mieć zachowa-
nie chaotyczne. 

Precyzyjniejsze zachowanie się układu odwzorowuje 
spektrum wykładników Lapunowa. Wtedy zostaje uwzględ-
niona szybkość rozbiegania lub zbiegania trajektorii 
wzdłuż różnych kierunków układu współrzędnych. Układ 
o przestrzeni n-wymiarowej ma n wykładników Lapunowa. 
Jeśli początkowo założy się małą n-wymiarową sferę o pro-
mieniu ε, to po czasie ∆t można otrzymać n-wymiarową 
elipsoidę o głównych półosiach oznaczonych przez ε1, ε2, 
..., εn. Poszczególne wykładniki określa wzór 

      (27)

Na podstawie spektrum wykładników Lapunowa można 
klasyfikować atraktory układu dynamicznego. Jeśli układ 
autonomiczny w przestrzeni trójwymiarowej ma wykładni-
ki o znakach [11]:

<-,-,-> - to jest przyciągający punkt równowagi, 
<0,-,-> - to jest cykl graniczny, 
<0,0,-> - to jest dwuwymiarowy torus, 
<+,0,-> - to jest dziwny atraktor. 
Najwięcej problemów może stwarzać wyznaczenie wy-

kładników Lapunowa, gdyż to wymaga analitycznego wy-
znaczenia macierzy Jacobiego, której elementy to pochod-
ne funkcji będących prawymi stronami równań różniczko-
wych. Ułatwieniem może być skorzystanie z możliwości 
analitycznych programu MATHEMATICA. 

Kryteria ilościowe chaosu deterministycznego wiążą się 
z fraktalami [11]. Do nich należą: wymiar fraktalny i spek-
trum uogólnionych wymiarów Alfréda Rényiego. 

Użycie tylko jednego kryterium (nawet bardzo silnego) do 
jakościowego określania stabilności rozwiązań modelu ma-
tematycznego może być ryzykowne. Na przykład, na moż-

liwość precyzyjnego określania znaków wykładników Lapu-
nowa mają wpływ błędy metody całkowania numerycznego. 
Ma to szczególnie znaczenie, jeśli wartości wykładników są 
bliskie zeru. Dlatego niektórzy autorzy proponują wykorzy-
stanie do tego celu sztucznej inteligencji [13]. 

4. Wnioski:

1. Działanie układów pomocniczych (zapłonowych i stabi-
lizujących) wpływa na wartość napięcia zapłonu łuku 
elektrycznego, co powinno być uwzględniane w mode-
lowaniu i symulowaniu stanów pracy urządzeń elektro-
technologicznych. 

2. Uwzględnienie napięcia zapłonu łuku elektrycznego 
prowadzi do zwiększenia złożoności modeli matema-
tycznych obwodów z łukiem elektrycznym. 

3. Efektami działania złożonych układów autonomicz-
nych z łukiem elektrycznym mogą być różne rodzaje 
drgań nieliniowych, przez co ich identyfikacja wymaga 
stosowania kilku kryteriów jakościowych i ilościowych. 
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Spektrum mocy sygnału P(ω) = |x(ω)|2 jest rozkładem 
jego energii względem częstotliwości. W przypadku sy-
gnału chaotycznego na wykresie tej funkcji powstaje tzw. 
piedestał w zakresie niskich częstotliwości. Wtedy lokalne 
minima funkcji P(ω) nie mają wartości bliskich zeru. Sama 
funkcja jest ciągła z wieloma, bardzo bliskimi ekstremami 
i malejąca w zakresie wyższych częstotliwości. W odróż-
nieniu od niej funkcja P(ω) sygnału okresowego składa się 
z wyraźnych ostrych pików o malejącej wysokości, między 
którymi wartości funkcji są bliskie wartości zerowej. Jest to 
także kryterium jakościowe.

Do kryteriów ilościowych, umożliwiających sprawdzenie 
powstawania chaosu, odnoszą się wykładniki Lapunowa. 
Największy wskaźnik charakteryzuje stopień wykładnicze-
go rozbiegania się bliskich sobie trajektorii. Niech ε0 jest 
początkową odległością między dwoma punktami w prze-
strzeni stanu w chwili t0. Natomiast ε(t) będzie odległością 
między punktami po czasie ∆t. Największy wykładnik La-
punowa można określić ze związku [13]

      (25)

Precyzyjniejsze określenie wykładnika uzyskuje się ze 
wzoru 

      (26)

Największy wskaźnik Lapunowa charakteryzuje stopień 
wykładniczego rozbiegania się początkowo bliskich sobie 
trajektorii. Jeśli jest on dodatni, to układ jest czuły na zabu-
rzenie warunków początkowych i może on mieć zachowa-
nie chaotyczne. 

Precyzyjniejsze zachowanie się układu odwzorowuje 
spektrum wykładników Lapunowa. Wtedy zostaje uwzględ-
niona szybkość rozbiegania lub zbiegania trajektorii 
wzdłuż różnych kierunków układu współrzędnych. Układ 
o przestrzeni n-wymiarowej ma n wykładników Lapunowa. 
Jeśli początkowo założy się małą n-wymiarową sferę o pro-
mieniu ε, to po czasie ∆t można otrzymać n-wymiarową 
elipsoidę o głównych półosiach oznaczonych przez ε1, ε2, 
..., εn. Poszczególne wykładniki określa wzór 

      (27)

Na podstawie spektrum wykładników Lapunowa można 
klasyfikować atraktory układu dynamicznego. Jeśli układ 
autonomiczny w przestrzeni trójwymiarowej ma wykładni-
ki o znakach [11]:

<-,-,-> - to jest przyciągający punkt równowagi, 
<0,-,-> - to jest cykl graniczny, 
<0,0,-> - to jest dwuwymiarowy torus, 
<+,0,-> - to jest dziwny atraktor. 
Najwięcej problemów może stwarzać wyznaczenie wy-

kładników Lapunowa, gdyż to wymaga analitycznego wy-
znaczenia macierzy Jacobiego, której elementy to pochod-
ne funkcji będących prawymi stronami równań różniczko-
wych. Ułatwieniem może być skorzystanie z możliwości 
analitycznych programu MATHEMATICA. 

Kryteria ilościowe chaosu deterministycznego wiążą się 
z fraktalami [11]. Do nich należą: wymiar fraktalny i spek-
trum uogólnionych wymiarów Alfréda Rényiego. 

Użycie tylko jednego kryterium (nawet bardzo silnego) do 
jakościowego określania stabilności rozwiązań modelu ma-
tematycznego może być ryzykowne. Na przykład, na moż-

liwość precyzyjnego określania znaków wykładników Lapu-
nowa mają wpływ błędy metody całkowania numerycznego. 
Ma to szczególnie znaczenie, jeśli wartości wykładników są 
bliskie zeru. Dlatego niektórzy autorzy proponują wykorzy-
stanie do tego celu sztucznej inteligencji [13]. 

4. Wnioski:

1. Działanie układów pomocniczych (zapłonowych i stabi-
lizujących) wpływa na wartość napięcia zapłonu łuku 
elektrycznego, co powinno być uwzględniane w mode-
lowaniu i symulowaniu stanów pracy urządzeń elektro-
technologicznych. 

2. Uwzględnienie napięcia zapłonu łuku elektrycznego 
prowadzi do zwiększenia złożoności modeli matema-
tycznych obwodów z łukiem elektrycznym. 

3. Efektami działania złożonych układów autonomicz-
nych z łukiem elektrycznym mogą być różne rodzaje 
drgań nieliniowych, przez co ich identyfikacja wymaga 
stosowania kilku kryteriów jakościowych i ilościowych. 
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